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Toepassing van subdirekte produkten

Inleiding

Subdirekte produkten van algebra's laten zich (evenals
direkte produltten) beschrijven met behulp van congruen-
tles op ecn algebra A, Elke congruentie © op A bepaalt

een homomorf beeld A, van A; omgekeerd wordt door elke

homomorfle van A op g een congruentie op A bepaald.

De congruenties op een algebra A vormen een netwerk
L(A), dat cen nulelement O en een één-element I heeft.
Het produkt van twee congruenties op A wordt bepaald
door a@& b(88'), wanneer er een ce A is, zodat amc(8),
c=b(6'). In een groep zijn congruentles verwisselbaar,
d.w.z. 66'=8'6, De congruentierelaties op A met verwls-
selbare congruentlies vormen een modulair netwerk, tepr-
wijl eo'=6ue',

Veronderstel, dat 61,82 twee verwisselbare congruenties
op A zijn, teruijl queg = 0, Sﬁueg = 1; dan 1is A iso-
morf met het direkte produkt Aqx AQ, waarin Ai het homo-
morfe beeld van A modulo 6, is (1=1,2). Algemeen cor-
responderen de voorstellingen van een algebra A als di-
rekt produkt A, x ...¥% Ar een-eenduldig met de stelsels

«.s0

/‘

(verwisselbare) congruenties 6 op A, waarvoor

1°° r

&4n...n8, =0, (eqn ...ruei_q)u 6, =TI (i=1,...,r).

Is S een subalgebra van het direkte produkt van alge-
bra's Ay (1=1,2,...), dan 1s S tevens subalgebra van
het direkte produki van zijn komponenten Si(1=1,2,...);



o
o

)

- -

men zegt, dat 5 een subdirekt produkt van de algebra's
3y (i=1,2,...) 1s, wanneer de "projectles" van de ele-
menten s &3 op de 1-de komponent Sy eplmorfismen van S
op 3, zijn (1=1,2,...). Men bewlijst nu eenvoudig:

De voorstellingen van een algebra A als subdirekt pro-
dukt corresponderen een-eenduldig met de stelsels con-
gruenties op A, die voldoen aanf} 8,=0. We noemen A sub-
direkt irreducibel, als voor elke schrijfwijze van A

als subdirekt produkt van algebra's A, tenminste €én
van de epimorfismen van a ¢ A op zijn komponenten Ai een
isomorfie 1s. Dit is gelljkwaardig met: de doorsnede

van alle congruenties 8 >0 (met 8#0) op A is een con-
gruentle ©'~0 (#0). Algemeen geldt: Elke algebra A is

voor te stellen als subdirekt produkt van subdirekt

lrreduclbele algebra's. Het tot dusverre behandelde
vindt men blj G. Bilrkhoff, Lattice theory, Ch.VI.
Voor ringen vindt men desbetreffende resultaten bij
McCoy (zie 1it.): ZiJ (Ai) een stelsel idealen van een

ring R met(} Ais(O), dan is R isomorf met een subdirekte
som van de ringen R/Aj.

Een ring R 1s subdirekt irreducibel, dan en slechts dan
als de doorsnede van alle idealen #(0) uit R een ideaal
#(0) 1s. Elke ring 1is isomorf met een subdirekte som van
subdirekt irrecducibele ringen. McCoy klassificeerde de
subdirekt irreducibele comm. ringen.

.Subdirekte produkten van groepen

21) G een subdirekt produkt van de groepen A en B, ter-

A

wiJl AJ = Ga A, By = GaB; dan is A;‘/AO ¥ B/BO. Z1j verder

F een groep, isomorf met belde factorgroepen; stellen we
de nevenklasse aAO voor door a ¢ R, de nevenklasse bBO

door be F, dan zal, als

@w: a-»a , ¥y b — b,

de groep G Jjuist bestaan ult die paren (a,b)e A x B met
ape = by (stelling van Klein-Fricke).
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Bezit G normaaldelers Di (1e1), waarvan de doorsnede

(e) is, dan 1s G subdirekt produkt van de groepen G/Di
(1e1).

Bezlt een groep G normaaldelers Ci’ waarvan het produkt
een direkt produkt is, dan is G een subdirekt produkt met
gemeenschappell jke komponentenfaktorgroep.

Z1ij nu Ai (ieI) een stelsel groepen, o, een epimorfie
van Ai Op een vast gekozen groep F; de elementen g van
het (volledige) direkte produkt 37=-§Ai,
gz(...,ai,...,aj,...) waarvoor

5%y (14)

vormen een subdirekt produkt G der Ai met gemeenschap-
pelljke komponentenfaktorgroep F. Als G:xAiaCi, dan 1is
Ai/Ci XF (1e1),.

We bewljzen nu omgekeerd:

Z1] %ﬁ = ﬁﬁi het volledige direkte produkt van een stel-
sel groepen Ai (1eI) en G een subdirekt produkt der A
=C

i
met de volgende elgenschap: als GaA

G A(Jﬁi Aj) = D,, dan is

D, & % C, .

In dat geval bestaat een groep F en een stelsel epi-

i b

morfis.aen LY Aif+Fg zodat G Julst de groep van alle

g agy l1s, waarvan de komponenten op F hetzelfde beeld

hebben,

Als toepassingen bewijzen we de volgende stellingen:

I. Is G een ondergroep van het direkte produkt P=Ax B,
zodat Gn A normaaldeler van A, GnAB normaaldeler van
B 1s, dan bestaat een groep F en twee homomorfismen
«,8 van A in F, resp. van B in F, zodat G precies
de groep van alle elementen (a,b) uit P is met aw=bp.

II. Z1J G ondergroep van het volledige direkte produkt
P =XA zodat

i!
19 Ci = erhi normaaldeler ig van Ai (1e1I);

o} .
2” als Gn(3§i AJ) = Dy, dan is D, & ;}ci,



.

Noemen we de komponent van G in Ai Kortweg Bi’ dan
bestaat op grond van 20 een groep F en epimorfismen
ui:Bi~+-F, zodat G juilst de groep is van alle ele-
menten g = (...,ai,...,aj,...) uit ¥ B, waarvoor

a &y = 8y (i#3). Ve breiden nf de epimorfismen «
ult tot homomorfe afbeeldingen ®, van Ai op een
groep Fi’ waarin Fi op dezelfde wijze uit F is af-
geleid als in (1I).

Noemen we nu @ het vrije produkt van alle Fi met
gemeenschappell jke ondergroep F, dan is G precies
de verzameling van alle

i

g = (...,ai,...,aj,...) met 8 %y =...=3,0.=



